TD 14 : Dérivation

Dérivation

Exercice 1. Etudier la dérivabilité en 0 des fonctions suivantes :

N
fixex?|x] g x> sin(x)+/|sinx] hixe {00 six#0
0 six=0

Exercice 2. Déterminer les ensembles de définition, de dérivabilité, et la dérivée des fonctions suivantes :

1) f:xr (cosx)sn* 3) g:x+ arctan(shx) 5) h:x+~ In|tanx]
e 6) H : -
2)F.x|—>ex2_1 4) G:x— \V4—-3x—x2 ) 'XHrM

Exercice 3. Pour chacune des fonctions suivantes, étudier le prolongement par continuité en 0 puis la dérivabilité
en 0 du prolongement :

_L ) 1—cosx
fix— xIn|x| g x—x' h:x—e 2 [ix— ——
sinx

T
Exercice 4. Soit f : [O, 5] — R définie par f(x) = Vsinx +x.

T
1) Justifier que f réalise une bijection de [O, 5] sur un intervalle J a préciser.

2) Est-ce que f est dérivable en 0 ?

3) Ftudier la dérivabilité de f~! sur J\ {0}, puis en 0.

Exercice 5. Soit f : R — R une fonction dérivable ayant pour limite finie £ en —co et en 4. On pose g = f otan
o
défini ] _rrz [
éfinie sur | -2, >
1) Montrer que g est prolongeable par continuité sur [—5, 5} .
2) En déduire qu'il existe ¢ € R tel que f(c) = 0.

Les grands théoremes de dérivation

Exercice 6. Soit f,g : [a,b] — R dérivables telles que f(a) = g(a) et f(b) = g(b). Montrer qu'il existe ¢ €|a, b] tel
que f'(c) = g'(c).

. 1 1
Exercice 7. En utilisant le théoreme des accroissements finis, déterminer lim [(x + 1)ext — xex]
X—>+o0
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Exercice 8. Montrer que pour tout k € N

1 1
< arctan(k+ 1) — arctan(k) <

(k+1)2+1 k>+1
n
En déduire un encadrement de S, = k;o o pourn € N.

Exercice 9. Avec I'inégalité des accroissements finis, majorer '’erreur commise dans les approximations suivantes :

1 1 1
V101 = 1 1~ — in— ~ —
0 0 coS > SmlOO 100

Exercice 10. Soit f : R — R périodique de classe C'. Montrer que f’ est périodique et en déduire que f est
lipschitzienne.

Exercice 11. 1) Etudier la dérivabilité sur [0, 1] de la fonction x ~— arccos v/ 1 — x2.
2) Démontrer que la fonction x — chy/x est de classe C !sur R..

Exercice 12. Soitn € N* et f : R — R une fonction dérivable qui s'annule en n points. Montrer que f’ s’annule en
au moins n — 1 points.

Dérivées n-iemes

Exercice 13. Soit n € N. Calculer les dérivées n-iemes des fonctions définies par les expressions suivantes :

1) f(x)=Inx 3) h(x) =sin’x 5) G(x) = 1
-2
1—x x—1
2) g(x) = (P +x%)e ™ 4) F(x) = T« 6) H(x) =¢"sinx
Pour G, on pourra d’abord calculer les dérivées n-iemes de x — 1 etx — T
X xX—

_ 1
e 2 six>0

0 six <0

Exercice 14. Montrer que la fonction f : R — R définie par f(x) = { est de classe C*.

Exercice 15. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer la plus grande valeur de k € N telle que la fonction
est de classe C*.

s 2.1
F(x) = x|x| g(x):{x six>0 h(x) = x"sin six#0

0 six<O 0 six=0

Exercice 16. Soitn € N* et f : [a,b] — R une fonction n fois dérivable. On suppose que

flay=f@=--=f"Ya=0 et  f(b)=0
Montrer qu'il existe ¢ €]a, b| tel que £ (¢) = 0.

Exercice 17 (x). Soit f une fonction polynémiale. Montrer que I'équation f(x) = ¢* n’a qu'un nombre fini de
solutions. Indication : on pourra s'inspirer du résultat de 'exercice 12.
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